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Σύνοψη
		
Το κεφάλαιο αυτό επικεντρώνεται στην κατανόηση των εννοιών της εξίσωσης και της ανισότητας. Συγκεκριμένα, παρουσιάζονται οι πρωτοβάθμιες και οι δευτεροβάθμιες εξισώσεις καθώς και οι πρωτοβάθμιες ανισώσεις. Επιπλέον, το κεφάλαιο περιλαμβάνει ξεχωριστή ενότητα με μεθόδους επίλυσης των γραμμικών συστημάτων.


Προαπαιτούμενη γνώση
		
Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται χρειάζονται βασικές γνώσεις Άλγεβρας και αλγεβρικών πράξεων.



3.1 Η έννοια της μεταβλητής



Μεταβλητή ονομάζεται το γράμμα ή ο συνδυασμός γραμμάτων και συμβόλων που χρησιμοποιούμε σε μια αριθμητική παράσταση, για να δηλώσουμε έναν αριθμό που είναι άγνωστος και μπορεί να πάρει διάφορες τιμές (Curle, N. 1971). 

Στα Μαθηματικά χρησιμοποιούμε πολύ συχνά το γράμμα  "x"  για να αναπαραστήσουμε μια μεταβλητή χωρίς αυτό να είναι υποχρεωτικό. Μερικά παραδείγματα αναπαράστασης με χρήση μεταβλητών είναι: ένας αριθμός αυξημένος κατά δύο με x+2, το τριπλάσιο του αριθμού κ με 3∙κ ή 3κ, το μισό του αριθμού ψ αυξημένο κατά μια μονάδα με   ψ/2  + 1 και το διπλάσιο του αθροίσματος των αριθμών x και ψ με 2 ∙ (x+ ψ)  το οποίο γράφεται και ως  2 (x+ψ). 




3.2 Πρωτοβάθμιες εξισώσεις

Ο όρος εξίσωση αναφέρεται σε μια δήλωση που περιγράφει την ισότητα δύο μαθηματικών εκφράσεων. Μια εξίσωση συνδέει γνωστές ποσότητες με κάποιες άγνωστες τις οποίες και θέλουμε να προσδιορίσουμε ώστε η ισότητα που δηλώνει η εξίσωση να επαληθεύεται.

Η λύση μιας εξίσωσης με ν αγνώστους είναι μία ν-άδα αριθμών ή συναρτήσεων που επαληθεύει την εξίσωση δηλαδή αν αντικαταστήσουμε τους αγνώστους στην εξίσωση με το αντίστοιχο στοιχείο της ν-άδας, η ισότητα θα πρέπει να γίνεται αληθής. 

Οι εξισώσεις συχνά εκφράζουν σχέσεις μεταξύ δοσμένων ποσοτήτων, τις γνωστές και τις ποσότητες που δεν έχουν προσδιοριστεί ακόμη, τις άγνωστες. Οι άγνωστες ποσότητες δηλώνονται με γράμματα στο τέλος του λατινικού αλφαβήτου, x,y,z,w... . Ο άγνωστος για τον οποίο η εξίσωση είναι αληθής ονομάζεται λύση ή ρίζα της εξίσωσης (Gelman, R. 2000).



Μια εξίσωση που δεν έχει καμία λύση λέγεται αδύνατη.

Μια εξίσωση που έχει άπειρες λύσεις λέγεται ταυτότητα, για παράδειγμα: 0 ∙ x = 0, όπου για κάθε τιμή του  x η εξίσωση αληθεύει.



Αν μια εξίσωση στην άλγεβρα είναι γνωστή να είναι αληθής οι ακόλουθες πράξεις μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να παράγουν μια άλλη αληθής εξίσωση: 


	Κάθε πραγματικός αριθμός μπορεί να προστεθεί και στις δύο πλευρές.
Για παράδειγμα, αν α = β τότε  α + γ = β + γ . 


	Κάθε πραγματικός αριθμός μπορεί να αφαιρείται από τις δύο πλευρές 

όπως στην περίπτωση που ισχύει α = β τότε α - γ = β - γ .


	Κάθε πραγματικός αριθμός μπορεί να πολλαπλασιάζεται και στις δύο πλευρές. 

Δηλαδή αν α = β τότε α∙γ = β∙γ . 


	Κάθε μη μηδενικός πραγματικός αριθμός μπορεί να διαιρέσει και τις δύο πλευρές. 

Αν α = β και γ≠0 τότε   α/γ =  β/γ .


	Κάποιες λειτουργίες μπορούν να εφαρμοστούν και στις δύο πλευρές. Πρέπει να δίνεται προσοχή για να επιβεβαιωθεί ότι η πράξη δεν προκαλεί ελλιπείς ή άσχετες λύσεις. Για παράδειγμα, η εξίσωση y∙x = x έχει δύο λύσεις: y =1 και  x =0. Διαιρώντας και τις δύο πλευρές με x απλοποιείται η εξίσωση σε y =1, αλλά χάνεται η δεύτερη λύση.




Κάθε εξίσωση της μορφής α∙x+β = 0 όπως για παράδειγμα οι εξισώσεις 6∙ x -4 =0, 5∙x = -3, 8∙x -1 =7∙x + 1 ονομάζεται εξίσωση 1ου βαθμού με έναν άγνωστο (πρωτοβάθμια εξίσωση).

Κάθε εξίσωση πρώτου βαθμού της οποίας ο συντελεστής του αγνώστου είναι διάφορος του μηδενός, επαληθεύεται για μια μόνο τιμή της άγνωστης μεταβλητής, όπως για παράδειγμα ή 2∙ x =10 επαληθεύεται μόνο από την x =5. Ο αριθμός που επαληθεύει μια πρωτοβάθμια εξίσωση ονομάζεται λύση ή ρίζα της εξίσωσης.

Μια πρωτοβάθμια εξίσωση όπως η 0x =4 δεν επαληθεύεται για καμιά τιμή του x, αφού το γινόμενο 0x είναι πάντοτε ίσο με το μηδέν και πάντα διάφορο του 4. Μια τέτοια πρωτοβάθμια εξίσωση που δεν έχει λύση ονομάζεται αδύνατη.

Η πρωτοβάθμια εξίσωση 0x =0 επαληθεύεται για οποιαδήποτε τιμή του x και ονομάζεται ταυτότητα ή αόριστη.

Συνοψίζοντας όλα τα παραπάνω προκύπτει:






	Αν α ≠ 0, τότε η εξίσωση αx + β = 0 έχει μοναδική λύση την x = - β/α .

	Αν α = 0, τότε η εξίσωση αx + β = 0 έχει μοναδική λύση την 0x = - β και 




	Αν β ≠ 0,  δεν έχει λύση (δηλαδή είναι αδύνατη), ενώ

	Αν β = 0, κάθε αριθμός είναι λύση της (δηλαδή είναι ταυτότητα ή αόριστη). 





Σύμφωνα με τα παραπάνω, κάθε φορά που καταλήγουμε σε εξίσωση της μορφής αx+β =0, της οποίας οι συντελεστές α και β είναι συγκεκριμένοι αριθμοί, μπορούμε αμέσως να δούμε ποια από τις προηγούμενες περιπτώσεις ισχύει. Σε περίπτωση όμως που οι συντελεστές α και β της πρωτοβάθμιας εξίσωσης εκφράζονται με την βοήθεια γραμμάτων δε συμβαίνει το ίδιο. Σ΄ αυτή την περίπτωση τα γράμματα που εκφράζουν τους συντελεστές ονομάζονται παράμετροι, η εξίσωση λέγεται παραμετρική και η διαδικασία εύρεσης του πλήθους των ριζών της εξίσωσης λέγεται διερεύνηση. Για παράδειγμα η εξίσωση: (λ2 - 1) x - λ+1 = 0, λ∈R έχει παράμετρο το λ και γράφεται ισοδύναμα:

(λ2 - 1) x - λ +1 = 0  ⇔ (λ2 -1)x = λ -1 ⇔ (λ + 1)(λ - 1) x = λ - 1.

Η διερεύνηση της παραπάνω εξίσωσης περιλαμβάνει τις  ακόλουθες περιπτώσεις:


	Αν  λ ≠ -1 και λ ≠1, η εξίσωση έχει μοναδική λύση, την x =  λ - 1/(λ +1)(λ - 1) =  1/λ + 1 .


	Αν  λ = -1, η εξίσωση γίνεται 0x = -2 και είναι αδύνατη.

	Αν  λ = 1, η εξίσωση γίνεται 0x = 0 και είναι ταυτότητα.




3.2.1 Επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού


Για την επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα:


	Αν υπάρχουν παρενθέσεις και παρονομαστές, απαλείφουμε πρώτα τις παρενθέσεις,

	απαλείφουμε τους παρονομαστές,

	χωρίζουμε γνωστούς από άγνωστους όρους,

	κάνουμε αναγωγή όμοιων όρων, δηλαδή εκτελούμε προσθέσεις-αφαιρέσεις τόσο στις άγνωστες ποσότητες όσο και στις γνωστές,

	αν ο συντελεστής του άγνωστου όρου είναι διάφορος του μηδενός, διαιρούμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης με τον συντελεστή του αγνώστου.




Παράδειγμα:

Να επιλυθεί η εξίσωση: 4(x -3) = x - 3.

Λύση:

4(x - 3) = x -3  ⇔

4x - 12 = x - 3 ⇔ (επιμεριστική ιδιότητα)

4x - x = 12 - 3 ⇔ (διαχωρισμός γνωστών από αγνώστους)

3x = 9  ⇔ 

3x/3 =  3/3   ⇔ (διαιρούμε με το συντελεστή του αγνώστου εφόσον είναι διάφορος του 0)

x = 3 (η λύση της εξίσωσης)



Παράδειγμα:

Να επιλυθεί η εξίσωση: (x-4)/2  =  7x/2  - 3x - 5 .

Λύση:

(x - 4)/2  =  7x/2  - 3x - 5  ⇔

2 ∙ ( x - 4/2 ) = 2 ∙  ( 7x/2 )  - 6x - 10   ⇔  (Απαλοιφή παρονομαστών)

x - 4  = 7x -  6x - 10 ⇔

x - 7x + 6x = 4 - 10 ⇔ (διαχωρισμός γνωστών από αγνώστους)

0x = - 6   Αδύνατη



Παράδειγμα:

Να επιλυθεί η εξίσωση: 8x/3  + 4 =   5x+12/3 + x .
 
Λύση:

8x/3  + 4 =   ( 5x + 12 )/3  + x ⇔

3 ∙ ( 8x/3 ) + 12 = 3 ∙ ( 5x + 12 )/3 + 3x ⇔ (απαλοιφή παρονομαστών)

8x + 12 = 5x + 12 - 3x ⇔

8x - 5x + 3x = 12 - 12 ⇔ (διαχωρισμός γνωστών από αγνώστους) ⇔ Αόριστη



3.2.2 Εξισώσεις που ανάγονται σε εξισώσεις 1ου βαθμού

Πρόκειται για επίλυση ρητών ή κλασματικών εξισώσεων που ανάγονται σε επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού. Η μεθοδολογία για την επίλυση τέτοιου είδους εξισώσεων είναι:


	Αρχικά παραγοντοποιούμε τους παρονομαστές.

	Βρίσκουμε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο όλων των παρονομαστών .

	Λύνουμε την εξίσωση ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο ίσο με το 0, τις ρίζες της οποίας εξαιρούμε από το σύνολο των πραγματικών αριθμών. Για το νέο αυτό σύνολο η εξίσωση ορίζεται.

	Απαλείφουμε τους παρονομαστές.

	Απαλείφουμε και τις παρενθέσεις.

	Χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους όρους.

	Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων.

	Αν ο συντελεστής του άγνωστου όρου είναι διάφορος του μηδενός διαιρούμε και τα δύο της μέλη με τον συντελεστή του αγνώστου.

	Εξαιρούμε τις ρίζες που δεν ανήκουν στο σύνολο που ορίζεται η εξίσωση.





Παράδειγμα:

Να επιλυθεί η εξίσωση:  3/ ( 4 - 2 x )    +   30/8 ∙ (1 - x)    =    3/2 -  x   +   5/2 - 2 x . 


Λύση:


 3/4 - 2x   +   30/8 ∙ (1 - x)    =    3/2 - x   +   5/2 - 2x ⇔ 


 3/2 ∙ (2 - 2x)   +   30/8 ∙ (1 - x)   =   3/ 2 - 2x   +   5/2 ∙ (1 - x)  ⇔ 

 πρέπει 8 ∙ (1 - x)(2 - x) ≠ 0 

 8 ∙ (2 - x)(1 - x) ∙  3/2 ∙ (2 - x) + 8 ∙ (2 - x)(1 - x) ∙  30/8 ∙ (1 -  x) = 

 8 ∙ (2 - x)(1 - x) ∙  3/2 - x +  8 ∙ (2 - x)(1 - x) ∙  5/2 ∙ ( 1 - x)   ⇔ 

 12 ∙ (1 - x) + 30 ∙ (2 - x) = 24 ∙ (1 - x) + 20 ∙ (2 - x)   ⇔  

 12 - 12x + 30 - 30x = 24 - 24x + 40 - 20x   ⇔   

 - 12x + 30x + 24x + 20x = - 12 - 60 + 24 + 40 ⇔ 

 2x = - 8   ⇔   

 2 x/2    =    -  8/2 ⇔    x  = - 4 



3.2.3 Επίλυση εξισώσεων που περιέχουν απόλυτες τιμές της μεταβλητής και ανάγονται σε επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού


Οι  εξισώσεις αυτής της κατηγορίας μπορούν να πάρουν μια από τις παρακάτω μορφές:


	|A(x)| = κ, όπου Α(x) μια αλγεβρική παράσταση με μεταβλητή το x και  κ ∈ R




	Αν κ > 0, έχουμε |A(x)| = κ  ⇔  A(x) =  κ   ή    A(x)  = − κ.

	Αν  κ = 0, τότε |A(x)| = 0 ⇔ A(x) = 0.

	Αν  κ < 0, η εξίσωση είναι αδύνατη.




	|A(x)| = |B(x)| με  A(x)  και  B(x) μια αλγεβρική παράσταση με μεταβλητή το x τότε:



	Αν  B(x) ≥ 0 , το  A(x) = B(x)   ή   A(x)  =  − B(x).

	Αν  B(x) ≤ 0, η εξίσωση είναι αδύνατη.




Παράδειγμα:

Να επιλυθεί η εξίσωση: |2x - 3| = 3x -2.

Λύση:

Δίνεται |2x - 3| = 3x -2  οπότε πρέπει 3x -2 ≥ 0 ⇔ 3x ≥ 2  ⇔ 3x/3  ≥  2/3  ⇔  x ≥  2/3 . 

Σύμφωνα με αυτό τον περιορισμό έχουμε:  |2x - 3| = 3x -2 .

Τότε: 2x - 3 = 3x - 2 ⇔ 2x - 3x = - 2  +  3 
⇔ -x = 1 ⇔ x = -1

ή 2x - 3  =  - (3x - 2)  ⇔  2x - 3 = - 3x + 2 
 ⇔  2x + 3x = 2 + 3  ⇔  5x = 5  ⇔  5x/5  =  5/5  ⇔  x = 1.

Από τις παραπάνω λύσεις δεκτή γίνεται μόνο η x=1 διότι μόνο αυτή ικανοποιεί τον περιορισμό x ≥  2/3 . 



3.2.4 Επίλυση παραμετρικών εξισώσεων 1ου βαθμού

Τα βήματα για την επίλυση παραμετρικών εξισώσεων 1ου βαθμού είναι:


	Μέσα από κατάλληλες πράξεις φέρνουμε την εξίσωση στη μορφή: Ax = B.

	Παραγοντοποιούμε τους συντελεστές A και B.

	Βρίσκουμε τις ρίζες της εξίσωσης A = 0.

	Για κάθε τιμή της παραμέτρου που βρίσκουμε διερευνούμε την παραμετρική εξίσωση δηλαδή:




	Για τις τιμές της παραμέτρου που είναι A ≠0 η παραμετρική εξίσωση έχει μοναδική λύση  x =   B/A .

	Την κάθε μια από τις ρίζες της A=0  λύνουμε την παραμετρική εξίσωση, η οποία σε αυτή την περίπτωση είναι αόριστη ή αδύνατη.





Παράδειγμα:

Να επιλυθεί η εξίσωση: μ2 (x − 2) − 3μ = x + 1.

Λύση:


μ2 (x − 2) − 3μ = x + 1 ⇔

μ2x − 2μ2 − 3μ = x +1 ⇔ 

μ2x −  x = 2μ2 + 3μ + 1 ⇔

(μ2 − 1)x = 2 ( μ  +  1/2 )( μ + 1) ⇔ 

(μ− 1)(μ + 1) = 0 ⇔

μ − 1 = 0  ή  μ  + 1 = 0 ⇔

μ = 1   ή   μ = − 1 

Αν μ ≠ 1  και  μ ≠  − 1 τότε     x = ( 2μ + 1)(μ + 1)/( μ - 1 )( μ + 1 )  .

Αν μ = 1 τότε 0x = 6 αδύνατη.

Αν μ = − 1 τότε  0x = 0 αόριστη.


3.2.5 Επίλυση προβλημάτων που ανάγονται σε εξισώσεις 1ου βαθμού

Για να λύσουμε ένα πρόβλημα με χρήση εξίσωσης 1ου βαθμού αναπαριστούμε την άγνωστη ποσότητα με 𝑥 και κατασκευάζουμε την εξίσωση που προκύπτει από τα δεδομένα του προβλήματος.


Παράδειγμα:

Ένα ξενοδοχείο έχει συνολικά 20 δίκλινα και τρίκλινα δωμάτια. Πόσα είναι τα δίκλινα δωμάτια και πόσα τα τρίκλινα αν σε αυτά υπάρχουν συνολικά 48 κρεβάτια;


Λύση:

Έστω x τα δίκλινα δωμάτια. Τότε τα τρίκλινα θα είναι 20−x. 

Άρα: 2x + 3 (20 − x) = 48 ⇒ 2x + 60 − 3x = 48 ⇒ −x = − 12 ⇒ x = 12 .

Επομένως, τα δίκλινα είναι 12 και τα τρίκλινα 8.


Παράδειγμα:

Αγόρασε κάποιος έναν ζωγραφικό πίνακα και μετά πλήρωσε άλλα τόσα για την κορνίζα. Αν η κορνίζα κόστιζε 15 ευρώ λιγότερο και και ο πίνακας 10 ευρώ περισσότερο τότε η κορνίζα θα κόστιζε το μισό του πίνακα. Πόσο κόστιζε ο πίνακας;

Λύση:

Αν x η τιμή της κορνίζας και του πίνακα τότε: 2 (x − 15) = x + 10  ⇒  2x − 30 = x + 10 
 ⇒  2x − x = 40  ⇒ x = 40 ευρώ κόστιζε ο πίνακας.


3.3 Πρωτοβάθμιες ανισώσεις

Στα Μαθηματικά η έννοια της ανίσωσης αναφέρεται στην ανισότητα που συνδέει γνωστές ποσότητες με άγνωστες, τις οποίες και θέλουμε να προσδιορίσουμε. Για τις ανισώσεις ισχύουν αντίστοιχες ιδιότητες με τις εξισώσεις (Gallistel, R. and Gelman, R. 1992).   Συγκεκριμένα:


	Αν προσθέσουμε ή αφαιρέσουμε και στα δύο μέλη μιας ανίσωσης τον ίδιο αριθμό προκύπτει ανίσωση με την ίδια φορά.
α < β ⇔ α ± γ < β ± γ


	Αν πολλαπλασιάσουμε ή διαιρέσουμε και τα δύο μέλη μιας ανίσωσης με θετικό αριθμό επίσης προκύπτει ανίσωση με την ίδια φορά.
α > β ⇔  αγ  >  βγ, γ > 0
α > β ⇔  α/γ  >  β/γ, γ > 0



	Αν πολλαπλασιάσουμε ή διαιρέσουμε και τα δύο μέλη μιας ανίσωσης με αρνητικό αριθμό προκύπτει ανίσωση με αντίθετη φορά.
α > β ⇔  αγ <  βγ , γ < 0 
α > β ⇔   α/γ  <  δ/γ ,  γ < 0 





Οι ανισώσεις πρώτου βαθμού έχουν τη μορφή αx + β > 0 και  αx + β < 0 . Για τις ανισώσεις πρώτου βαθμού ισχύει: αx + β > 0  ⇔  αx > - β .

Με βάση τα παραπάνω διακρίνονται οι εξής περιπτώσεις: 





	Αν  α > 0, τότε :  αx > - β ⇔  αx/α  >  -β/α  ⇔ x >  -β/α .

	Aν  α < 0, τότε: αx > - β ⇔  αx/α < -β/α  ⇔  x  <  - β/α .

	Αν  α = 0, τότε η ανίσωση γίνεται  0x = - β,  η οποία: 




	αληθεύει για κάθε x∈R, αν β > 0, ενώ

	είναι αδύνατη, αν β ≤ 0.





	
Για παράδειγμα, η ανίσωση 2x >4 γράφεται: 2x > 4 ⇔  2x/2 >   4/2 ⇔ x > 2. Επομένως η ανίσωση αυτή αληθεύει για  x∈ (2, +∞)  (βλ. Εικόνα 3.1) .



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.1 Το διάστημα που αληθεύει η ανίσωση 2 ∙ x  > 4.

 


3.3.1 Συναληθεύουσες ανισώσεις

Για να βρούμε το διάστημα (ή τα διαστήματα) που συναληθεύουν (αν αυτό συμβαίνει) δύο ανισώσεις, τις λύνουμε ξεχωριστά και μετά αναπαριστούμε τις λύσεις τους στο ίδιο σύστημα αξόνων από το οποίο βρίσκουμε τα κοινά διαστήματα λύσης.

Παράδειγμα:

Να βρείτε που συναληθεύουν οι ανισώσεις: 3 ∙ x - 2 ≥  x - 8   και    x + 2/3 -  x/4   <  1/2 

Λύση:

3 ∙ x - 2 ≥  x - 8 ⇔ 3 ∙ x - x  ≥ - 8 + 2 ⇔ 2 ∙ x >  =  - 6  ⇔ x ≥ - 3 (βλ. Εικόνα 3.2)

x + 2/3 -  x/4  <  1/2  ⇔  4 ∙ (x + 2) - 3x < 6  ⇔  4x + 8 <  6 - 8  ⇔  x < - 2 (βλ. Εικόνα 3.2)




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.2 Το διάστημα που αληθεύει η ανίσωση 3 ∙ x - 2 ≥  x - 8 .

 

3.4 Δευτεροβάθμιες εξισώσεις

Κάθε πολυωνυμική εξίσωση δευτέρου βαθμού ονομάζεται δευτεροβάθμια εξίσωση. Η γενική μορφή εξισώσεων β' βαθμού είναι: αx2 + βx + γ = 0 , όπου οι συντελεστές  α, β, γ  παριστάνουν σταθερούς αριθμούς και  α ≠ 0 (Hart, M. 1981). 

Αν μια εξίσωση δεν έχει την παραπάνω μορφή εκτελούμε τις παρακάτω ενέργειες για να τη φέρουμε στη μορφή αυτή:


	Αν υπάρχουν αριθμητικοί παρονομαστές πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της με το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των παρονομαστών ώστε να τους απαλείψουμε.

	Αν υπάρχουν παρενθέσεις κάνουμε τις απαραίτητες πράξεις (επιμεριστική ιδιότητα, ανάπτυξη ταυτοτήτων) ώστε να τις απαλείψουμε.

	Μεταφέρουμε όλους τους όρους της εξίσωσης στο ένα μέλος, κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων και καταλήγουμε στην μορφή:  αx2 + βx + γ = 0 .




H επίλυση δευτεροβάθμιων εξισώσεων περιλαμβάνει τα παρακάτω βήματα:


	Προσδιορίζουμε τους συντελεστές α, β, γ έχοντας υπόψη μας ότι ο  α  είναι ο συντελεστής του  x2, ο  β  ο συντελεστής του  x   και  γ  ο σταθερός όρος.

	Υπολογίζουμε τη διακρίνουσα Δ της εξίσωσης από τον τύπο: Δ = β2 - 4α .

	Ανάλογα με την τιμή της διακρίνουσας υπάρχουν τρείς περιπτώσεις: 





	Αν Δ > 0 η εξίσωση έχει δύο διαφορετικές λύσεις – ρίζες  x1, x2 οι οποίες υπολογίζονται από τον τύπο: 
x1, 2   =   - β ± √ Δ/2 α .

	Αν Δ = 0 η εξίσωση έχει μοναδική λύση η οποία υπολογίζεται από τον τύπο: x =  - β/2 α .

	Αν Δ < 0 η εξίσωση δεν έχει λύσεις, είναι δηλαδή αδύνατη.






Παράδειγμα:
 
Να μεταφέρετε την εξίσωση 3(x + 1)2 - (x - 2)2 = (x + 3)2 - 2 (1-  x) στη μορφή:  αx2 + βx + γ = 0.

Λύση:

Κάνουμε πράξεις, αναπτύσσουμε τις ταυτότητες και εφαρμόζουμε την επιμεριστική ιδιότητα στην τελευταία παρένθεση.

Δηλαδή: 3 (x + 1)2 - (x - 2)2 = (x + 3)2 - 2 (1 - x)  ⇔ 

3x2 + 6x + 3 - x2 + 4x - 4 = x2 + 6x + 9 - 2 + 2x ⇔

3x2 + 6x + 3 - x2 + 4x - 4 - x2 - 6x - 9 + 2 - 2x = 0 ⇔  x2 + 2x - 8 = 0 .



Παράδειγμα:

Να λυθεί η δευτεροβάθμια εξίσωση: -2x2 + 5x - 2 = 0.

Λύση:

Οι συντελεστές α,β,γ έχουν τιμές αντίστοιχα: α = -2,  β = 5   και  γ = -2 .

Η διακρίνουσα υπολογίζεται ως εξής: Δ = 52 - 4 (-2)(-2) = 25 - 16 = 9.

Οι λύσεις της εξίσωσης επομένως είναι:

 
	x1 =  - 5 + √9/- 4 α =  1/2   ή

	x2 =  - 5 - √9/- 4 α  = 2.




Παράδειγμα:

Να λυθεί η δευτεροβάθμια εξίσωση: 3x2 + 12x + 12 = 0.

Λύση:

Οι συντελεστές  α, β, γ  έχουν τιμές: α = 3,  β = 12  και  γ = 12.

Η διακρίνουσα υπολογίζεται ως εξής: Δ = 122 - 4 ∙ (3) ∙ (12) = 144 - 144 = 0.

Αφού Δ = 0 η εξίσωση έχει μία λύση: x1 =   - 12/6  = - 2 .



Παράδειγμα:

Να λυθεί η δευτεροβάθμια εξίσωση: x2 + x+ 1 = 0.

Λύση:

Οι συντελεστές της εξίσωσης είναι: α = 1,  β = 1   και  γ = 1 .

Η διακρίνουσα υπολογίζεται ως εξής: Δ = 12 - 4 ∙ (1) ∙ (1) = 1 - 4 = - 3 < 0.

Συνεπώς η εξίσωση είναι αδύνατη.




3.4.1 Οι πράξεις στους πραγματικούς αριθμούς

Οι δευτεροβάθμιες εξισώσεις μπορούν να αναλυθούν σε γινόμενο παραγόντων. Συγκεκριμένα αν  κ1,  κ2  είναι οι λύσεις της εξίσωσης  αx2 + βx + γ = 0  με  α ≠ 0, τότε το τριώνυμο   αx2 + βx + γ = 0  παραγοντοποιείται σύμφωνα με τον τύπο:
αx2 + βx + γ = α ( x -  κ1 )( x -  κ2 )


Για παράδειγμα η εξίσωση 2x2 + 5x + 3 = 0 έχει λύσεις  x1  = - 1  και  x2 =  -  3/2  .

Επομένως, το τριώνυμο  2x2 + 5x + 3 γράφεται:  2x2 + 5x + 3  =  α ( x - (-1) )( x - (-  3/2  )).

Όμοια η εξίσωση  - 16 x2 + 8x - 1 = 0 έχει μια διπλή λύση την x=  1/4  .

Συνεπώς, το παραπάνω τριώνυμο γράφεται: - 16x2 + 8x - 1 =  - 16( x -   1/4 )( x -  1/4 ) = - 16 ( x -   1/4 )2  .




3.4.2 Εξισώσεις που ανάγονται σε λύση εξισώσεων δευτέρου βαθμού


Κάποιες κατηγορίες εξισώσεων μπορούν να μετατραπούν σε εξισώσεις 2ου βαθμού με κατάλληλες αντικαταστάσεις ή μετασχηματισμούς. Μια τέτοια περίπτωση είναι οι κλασματικές εξισώσεις.


	Κλασματικές (ή Ρητές) εξισώσεις ονομάζονται οι εξισώσεις που περιέχουν άγνωστο σε παρονομαστή κλάσματος. 


Για παράδειγμα, η εξίσωση   2x - 1/x - 2  +   1/x   =   x + 3/x - 3   είναι κλασματική (Spain B. 1969).

Η μεθοδολογία που ακολουθείται για την επίλυση των κλασματικών εξισώσεων περιλαμβάνει τα ακόλουθα βήματα:


	Παραγοντοποιούμε όσους παρονομαστές παραγοντοποιούνται.

	Βρίσκουμε το ΕΚΠ των παρονομαστών [ΕΚΠ, δύο ή περισσοτέρων φυσικών αριθμών, όπως δηλώνει ο όρος, είναι ο ελάχιστος (μικρότερος), φυσικός αριθμός που διαιρείται ακριβώς με καθένα εξ αυτών. Για την εύρεση του ΕΚΠ αναλύονται οι δοσμένοι αριθμοί σε γινόμενα πρώτων παραγόντων όπου και δημιουργείται ένα τελικό γινόμενο με τους κοινούς και μη κοινούς παράγοντες στη μεγαλύτερη φερόμενη δύναμη εκάστου. Το τελικό γινόμενο αυτό δίδει το ΕΚΠ των δοσμένων αριθμών.].

	Θέτουμε το ΕΚΠ ίσο με το μηδέν για να βρούμε πού μηδενίζεται κάθε παράγοντας.

	Βάζουμε περιορισμούς απαιτώντας ο άγνωστος να είναι διάφορος των τιμών που βρήκαμε στο προηγούμενο βήμα.

	Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της εξίσωσης με το ΕΚΠ και κάνουμε απαλοιφή παρονομαστών.

	Λύνουμε την εξίσωση που προκύπτει.

	Δεχόμαστε ή απορρίπτουμε τις λύσεις που βρήκαμε σύμφωνα με τους περιορισμούς που έχουμε θέσει.




Παράδειγμα:

Να λυθεί η εξίσωση   3/x2 - 3x  +  1/x    =    x + 3/x - 3  .

Λύση:

Αρχικά παραγοντοποιούμε την κλασματική εξίσωση και προκύπτει:  x2 - 3x  =  x ( x - 3) .

Βρίσκουμε ότι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των παρονομαστών είναι το  x ( x - 3)  οπότε θέτουμε  x ( x - 3) = 0 και επομένως  x = 0  ή  x = 3 .

Στη συνέχεια θέτουμε τους περιορισμούς   x ≠ 0   και   x ≠ 3, πολλαπλασιάζουμε με το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των παρονομαστών και κάνουμε απαλοιφή. Προκύπτει οτι:
 
 x (x - 3)   1/43/(x2 - 3x )  + x (x - 3)  1/41/x  =  x ( x - 3)    1/4(x + 3)/(x - 3) και τελικά καταλήγουμε στην εξίσωση  3 + x - 3 = x (x + 3).

Λύνοντας την παραπάνω εξίσωση κατά τα γνωστά έχουμε: 3 + x - 3 = x2 + 3x  ⇔  x2 + 2x = 0  ⇔  x (x + 2) = 0, και επομένως  x = 0 ή x = 2.  Η λύση  x = 0  απορρίπτεται διότι από τον προηγούμενο περιορισμό πρέπει  x ≠ 0, και συνεπώς η μοναδική αποδεκτή λύση της εξίσωσης είναι  x = -  2.

	 
	Εκθετικές ονομάζονται οι εξισώσεις που περιέχουν τον άγνωστο στον εκθέτη μιας δύναμης. Γνωρίζουμε ότι αν α > 0  και  α ≠ 1 ισχύει η ισοδυναμία  ακ =  αλ  ⇔  κ = λ . Επομένως για να λύσουμε μια εκθετική εξίσωση τη μετατρέπουμε στη μορφή  αf(x) =  αg(x) , οπότε θα είναι ισοδύναμη με την εξίσωση f(x) = g(x), δηλαδή θα ισχύει: 
αf(x) = αg(x)  ⇔  f(x) = g(x)  .




Παράδειγμα:

Να λυθεί η εξίσωση 5(x2 - 3x - 4 ) = 1 .

Λύση:

Έχουμε   5(x2 - 3x - 4 )  = 1  ⇔  5(x2 - 3x - 4 )  =  50   ⇔   x2  -  3x - 4 = 0

Βρίσκουμε τη διακρίνουσα  Δ = 9 + 16 = 25 οπότε θα έχουμε και δύο λύσεις: 
x1 = 4   ή    x2  = - 1 .


	Διτετράγωνη  λέγεται μια εξίσωση όταν έχει την μορφή  αx4 +  βx2  +  γ  = 0,   α ≠ 0.  Για να λύσουμε μια εξίσωση αυτής της μορφής, θέτουμε  x2 = ω,  οπότε γίνεται  αω2  +  βω  +  γ = 0 και λύνεται κατά τα γνωστά.




Παράδειγμα:

Να λυθεί η εξίσωση:  x4 - 8x2 - 9 = 0.

Λύση:

θέτουμε  x2 = ω  και  η εξίσωση γίνεται  ω2 - 8ω - 9 = 0  με διακρίνουσα:

Δ = 64 + 36 = 100,  ω1, 2 =   8 ± 10/2   =   4  ± 5   ⇒  ω1  =  9   και  ω2  = - 1 .

Οπότε  x2 = 9  ⇔  x = ± 3   ⇔   x = 3   ή    x = - 3    ή   x2 = - 1 που είναι αδύνατη.

	

	Εξισώσεις με απόλυτα.




Παράδειγμα:

Να λυθεί η εξίσωση: (x - 5)2 - 8 |x - 5| + 7 = 0.

Λύση:

Έχουμε (x - 5)2 - 8 |x - 5| + 7 = 0   ⇔   |x - 5|2 - 8 |x - 5| + 7 = 0.

Θέτουμε  |x - 5| = ω  και προκύπτει  ω2 - 8ω  + 7 = 0, η διακρίνουσα είναι Δ = 64 - 28 = 36  και οι λύσεις  ω1, 2 =   8 ± 6/2    οπότε  ω1 = 1   ή    ω2 = 7 .

Άρα  |x - 5| = 1 ⇔  x - 5 = ± 1   ⇔   x = 6    ή    x = 4     ή    |x - 5| = 7   ⇔   x - 5 = ± 7   ⇔    x = 12    ή     x = - 2 .


	Ελλιπείς Εξισώσεις. Η χρησιμοποίηση της διακρίνουσας Δ, για τη λύση της δευτεροβάθμιας εξίσωσης δεν μας συμφέρει όταν είναι   β = 0   ή   γ = 0 . Μπορούμε να καταφύγουμε σε εναλλακτικές λύσεις όπως αναλύονται στα παραδείγματα 5 και 6.




Παράδειγμα:

Να λυθεί η εξίσωση: 2x2 - 8 = 0.

Λύση:

2x2 - 8 = 0  ⇔  2x2  = 8   ⇔   x2 =  4   ⇔   x = 2   ή   x = - 2



Παράδειγμα:

Να λυθεί η εξίσωση: x2 = 4x.

Λύση:

x2 = 4x   ⇔   x2 - 4x = 0  ⇔  x (x - 4) = 0   ⇔  x = 0   ή    x = 4






3.4.3 Επίλυση προβλημάτων που ανάγονται σε εξισώσεις 2ου βαθμού

Αντίστοιχα με την επίλυση των προβλημάτων που ανάγονται σε εξισώσεις 1ου βαθμού και σε αυτά που ανάγονται σε εξισώσεις 2ου βαθμού θέτουμε με x την άγνωστη ποσότητα (Σταυρακάκης, Ν. 1997). 



Παράδειγμα:

O καθηγητής των Μαθηματικών πρότεινε στους μαθητές του να λύσουν ορισμένες ασκήσεις για να εμπεδώσουν την ενότητα που διδάχτηκαν. Όταν αυτοί τον ρώτησαν σε ποια σελίδα είναι γραμμένες οι ασκήσεις αυτός απάντησε: "Αν ανοίξετε το βιβλίο σας , το γινόμενο των δύο αντικριστών σελίδων μέσα στις οποίες είναι γραμμένες οι ασκήσεις, είναι 506" . Μπορείτε να βρείτε σε ποιες σελίδες είναι γραμμένες οι ασκήσεις;

Λύση:

Επειδή οι αριθμοί των σελίδων είναι διαδοχικοί φυσικοί αριθμοί εάν συμβολίσουμε με x ,τον αριθμό της πρώτης από τις σελίδες τότε η επόμενη θα έχει αριθμό  x + 1.

Επομένως πρέπει x (x + 1) = 506  ⇒  x2 + x - 506 = 0.

Είναι  α = 1,  β = 1,  γ  =  -  506    και    Δ  =  β2 - 4αγ  = 12 - 4 ⋅1⋅( -506) =  1 + 2024 = 2025.

Τότε για τις λύσεις της εξίσωσης έχουμε:  x =      -1 ± √ 2025/2     =      -1±45/2  .  Άρα έχουμε   x1    =     - 1 + 45/2     =    44/2   =   22     ή     x1  =       - 1 - 45/2    =      - 46/2     =  - 23   η οποία ως αρνητικός αριθμός απορρίπτεται.

Άρα οι σελίδες στις οποίες είναι οι ασκήσεις είναι αυτές που έχουν αύξοντα αριθμό 22 και 23.



3.5 Συστήματα επίλυσης γραμμικών εξισώσεων

Γραμμική εξίσωση με αγνώστους  x, y ονομάζεται κάθε εξίσωση της μορφής  αx + βy = γ  και παριστάνει ευθεία όταν  α ≠ 0   ή   β ≠ 0  (Stephenson, G. 1987). 

Για παράδειγμα, η εξίσωση  2x + y = 6  είναι της μορφής αυτής, με  α = 2,   β = 1  και   γ = 6. Παρατηρούμε ότι για  x = 1  και   y  =  4   η εξίσωση    2x + y = 6 επαληθεύεται, αφού  2 · 1 + 4 = 6, ενώ για   x = 3   και  y  = 5 δεν επαληθεύεται, αφού 2 · 3 + 5 = 11 ≠ 6. Το ζεύγος των αριθμών (1, 4) που επαληθεύει την εξίσωση 2x + y = 6, λέμε ότι είναι μία λύση της. Γενικά  λύση μιας εξίσωσης   αx + βy =  γ  ονομάζεται κάθε ζεύγος αριθμών (x, y) που την επαληθεύει.

Η εξίσωση όμως 2x + y  = 6  δεν έχει λύση μόνο το ζεύγος (1, 4), αλλά έχει άπειρες λύσεις. Πράγματι, για οποιαδήποτε τιμή του x μπορούμε να προσδιορίσουμε την αντίστοιχη τιμή του  y, ώστε το ζεύγος (x, y) να είναι λύση της και έτσι να σχηματίσουμε έναν πίνακα τιμών.

Για  x = -1 έχουμε 2 · (-1) + y = 6, οπότε  y = 8.

Για  x =  0 έχουμε 2 ·   0 +  y  = 6, οπότε y = 6.

Για  x =  2 έχουμε 2 ·   2 +  y  = 6, οπότε  y = 2.

Για  x =  3 έχουμε 2 ·   3 +  y  = 6, οπότε  y = 0  κ.τ.λ.

Άρα τα ζεύγη (-1, 8), (0, 6), (2, 2), (3, 0), … είναι λύσεις της εξίσωσης  2x  +  y  =  6 (βλ. Πίνακα 1.1).






	x
	-1
	0
	2
	3



	y
	8
	6
	2
	0




 Πίνακας 3.1. Οι λύσεις της εξίσωσης  2x + y = 6.
 

Αν σ´ ένα σύστημα αξόνων προσδιορίσουμε τα σημεία που καθένα έχει συντεταγμένες μια λύση της εξίσωσης 2x + y = 6, παρατηρούμε ότι αυτά βρίσκονται σε μια ευθεία ε  (βλ. Εικόνα 3.3).

Αντιστρόφως, αν πάρουμε ένα οποιοδήποτε σημείο της ευθείας  ε,  π.χ. το  Μ (4, -2), παρατηρούμε ότι οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση 2x + y = 6, αφού 2 · 4  + (-2) = 6. Άρα κάθε σημείο της ευθείας ε έχει συντεταγμένες (x, y) που είναι λύση της παραπάνω εξίσωσης.

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η εξίσωση  2x + y = 6  παριστάνει την ευθεία ε και συμβολίζεται με:  ε :  2x + y = 6.

Γενικά θα μπορούσαμε να πούμε ότι αν ένα σημείο ανήκει σε μια ευθεία, τότε οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας. Επιπρόσθετα, αν οι συντεταγμένες ενός σημείου επαληθεύουν την εξίσωση μιας ευθείας, τότε το σημείο ανήκει στην ευθεία αυτή.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.3 Γραφική αναπαράσταση της ευθείας  ε: 2x + y = 6.

 

Αναπτύσσονται στη συνέχεια κάποιες ειδικές περιπτώσεις γραμμικών εξισώσεων. 


	Η εξίσωση  y =  κ. Αν θεωρήσουμε την εξίσωση 0x + 2y  = 6, που είναι της μορφής  αx +  βy  =  γ  με  α = 0, τότε μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι για οποιαδήποτε τιμή του  x  έχουμε  y = 3. Για παράδειγμα, τα ζεύγη (-1, 3), (1, 3), (3, 3), κ.τ.λ. είναι λύσεις της εξίσωσης αυτής.


Επομένως, η εξίσωση  0x + 2y = 6 παριστάνει μια ευθεία ε της οποίας όλα τα σημεία έχουν την ίδια τεταγμένη  y = 3 και τετμημένη οποιονδήποτε αριθμό (βλ. Εικόνα 3.4). Άρα η  ε  είναι μια ευθεία παράλληλη στον άξονα  x'x  που τέμνει τον άξονα  y'y στο σημείο (0,3). Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία  ε έχει εξίσωση  y = 3.

Γενικά λέμε ότι η εξίσωση  y = κ  με   κ ≠ 0 παριστάνει μια ευθεία που είναι παράλληλη στον άξονα  x'x  και τέμνει τον άξονα  y'y  στο σημείο (0, κ), ενώ η εξίσωση  y = 0 παριστάνει τον άξονα  x'.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.4 Γραφική αναπαράσταση της ευθείας  y = κ.

 


	Η εξίσωση  x = κ. Αv θεωρήσουμε την εξίσωση 3x + 0y = 6, που είναι της μορφής  αx + βy = γ   με   β = 0, τότε μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι για οποιαδήποτε τιμή του y έχουμε  x = 2. Για παράδειγμα, τα ζεύγη (2, -2), (2, 1), (2, 3), κ.τ.λ. είναι λύσεις της (βλ. Εικόνα 3.5).




Επομένως, η εξίσωση 3x + 0y = 6 παριστάνει μια ευθεία  ε της οποίας όλα τα σημεία έχουν την ίδια τετμημένη  x = 2 και τεταγμένη οποιονδήποτε αριθμό. Άρα η ε είναι μια ευθεία παράλληλη στον άξονα  y'y  που τέμνει τον άξονα  x'x στο σημείο (2, 0). Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία  ε έχει εξίσωση x = 2.
 
Γενικά η εξίσωση  x = κ   με    κ ≠ 0 παριστάνει μια ευθεία που είναι παράλληλη στον άξονα   y'y και τέμνει τον άξονα  x'x  στο σημείο (κ, 0), ενώ η εξίσωση  x = 0 παριστάνει τον άξονα  y'y .


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.5 Γραφική αναπαράσταση της ευθείας  x = κ.

 


	Η εξίσωση  αx +  βy =  γ   με   α =  β  = 0.

	Η εξίσωση 0x + 0y = 7 δεν παριστάνει ευθεία καθώς κανένα ζεύγος αριθμών (x, y) δεν είναι λύση της (αδύνατη εξίσωση).

	Η εξίσωση 0x + 0y = 0 επαληθεύεται για κάθε ζεύγος αριθμών (x, y). Για παράδειγμα, τα ζεύγη (-1, 0), (0, 1), (2, 1), (2, 2), κ.τ.λ. είναι λύσεις της (αόριστη εξίσωση). Τα σημεία όμως, που οι συντεταγμένες τους είναι λύσεις της εξίσωσης δε βρίσκονται στην ίδια ευθεία. Άρα η εξίσωση 0x + 0y = 0 δεν παριστάνει ευθεία, όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήμα.





Σύστημα γραμμικών εξισώσεων ή ανισώσεων ή αλλιώς γραμμικό σύστημα είναι ένα σύνολο από γραμμικές εξισώσεις ή ανισώσεις με τους ίδιους αγνώστους τους οποίους προσπαθούμε να προσδιορίσουμε ώστε να επαληθεύουν όλες τις εξισώσεις ή ανισώσεις του συνόλου.

Η πιο απλή μη τετριμμένη περίπτωση γραμμικού συστήματος είναι όταν έχουμε δύο άγνωστες μεταβλητές. Λύση γραμμικού συστήματος δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους  x  και  y  ονομάζεται κάθε ζεύγος (x, y) που επαληθεύει τις εξισώσεις του.

Για παράδειγμα αν έχουμε δύο γραμμικές εξισώσεις με δύο αγνώστους  x, y: x + y = 5   και   2x + y = 8 και αναζητούμε το ζεύγος των αριθμών (x, y) που είναι ταυτόχρονα λύση και των δύο εξισώσεων, τότε λέμε ότι έχουμε να επιλύσουμε ένα γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους  x   και   y.



Παρατηρούμε ότι το ζεύγος των αριθμών (3, 2) επαληθεύει και τις δύο εξισώσεις:

[image: 01]  , διότι ισχύει:   [image: 02] .

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το ζεύγος (3, 2) είναι λύση του παραπάνω συστήματος εξισώσεων.



3.5.1 Γραφική επίλυση γραμμικού συστήματος με δύο αγνώστους

Στην επίλυση γραμμικών συστημάτων διακρίνουμε τρείς περιπτώσεις (Hairer, P.and Wanner, G. 1980):


	Σύστημα με μοναδική λύση.


Για τη γραφική επίλυση ενός γραμμικού συστήματος π.χ. του   [image: 03]  εργαζόμαστε ως εξής: 

Σχεδιάζουμε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις ευθείες ε1: x +  y = 5   και  ε2: 2x + y = 8, οι οποίες όπως παρατηρούμε στο παρακάτω σχήμα τέμνονται στο σημείο Α. Προσδιορίζουμε τις συντεταγμένες (3, 2) του κοινού σημείου Α των ευθειών αυτών. Επειδή το σημείο Α(3, 2) ανήκει και στις δύο ευθείες οι συντεταγμένες του  x = 3   και   y = 2 επαληθεύουν και τις δύο εξισώσεις του συστήματος, και επομένως το ζεύγος (3, 2) είναι λύση του συστήματος. Οι ευθείες όμως ε1, ε2 δεν έχουν άλλο κοινό σημείο, οπότε και το σύστημα δεν έχει άλλη λύση. Αυτό σημαίνει ότι το ζεύγος (3,2) είναι η μοναδική λύση του συστήματος (βλ. Εικόνα 3.6).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.6 Γραφική αναπαράσταση της λύσης ενός συστήματος με δύο εξισώσεις.

 

	Αδύνατο σύστημα.



Για να επιλύσουμε το σύστημα   [image: 04]  σχεδιάζουμε τις ευθείες  ε1: 2x - 3y = 6     και      ε2: 4x - 6y =  - 24, οι οποίες όπως παρατηρούμε στο παρακάτω σχήμα είναι παράλληλες. Αυτό σημαίνει ότι δεν έχουν κοινό σημείο, οπότε το σύστημα δεν έχει λύση. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το σύστημα είναι αδύνατο.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.7 Γραφική αναπαράσταση ενός αδύνατου συστήματος εξισώσεων.

 


	Αόριστο σύστημα.



Για να επιλύσουμε το σύστημα   [image: 05]   σχεδιάζουμε τις ευθείες  ε:  3x - y = 6    και    ε2:  6x - 2y = 12, οι οποίες, όπως παρατηρούμε στο παρακάτω σχήμα, συμπίπτουν (ταυτίζονται). Άρα έχουν όλα τα σημεία τους κοινά και επομένως το σύστημα έχει άπειρες λύσεις. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το σύστημα είναι αόριστο (βλ. Εικόνα 3.8).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.8 Γραφική αναπαράσταση ενός αόριστου συστήματος εξισώσεων.

 



3.5.2 Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος

Μέσω της γραφικής επίλυσης δεν οδηγούμαστε πάντοτε στον ακριβή προσδιορισμό της λύσης ενός γραμμικούς συστήματος εξισώσεων επειδή σε ορισμένες περιπτώσεις οι συντεταγμένες του κοινού σημείου των δύο ευθειών του δεν είναι εύκολο να προσδιοριστούν. Η αλγεβρική όμως επίλυσή του προσφέρει τη δυνατότητα να προσδιορίζουμε με ακρίβεια τη λύση του σε οποιαδήποτε περίπτωση.


Για να επιλύσουμε αλγεβρικά ένα γραμμικό σύστημα εξισώσεων επιδιώκουμε να απαλείψουμε από μια εξίσωση τον ένα από τους δύο αγνώστους και να καταλήξουμε σε εξίσωση με έναν άγνωστο. Δύο από τις μεθόδους με τις οποίες επιτυγχάνεται αυτό είναι οι εξής:



	Μέθοδος αντικατάστασης.


Σύμφωνα με τη μέθοδο αυτή για την επίλυση ενός γραμμικού συστήματος εξισώσεων ακολουθούνται τα παρακάτω βήματα:


	Επιλέγουμε τη μια από τις δύο εξισώσεις και τη λύνουμε ως προς τον ένα άγνωστο.

	Αντικαθιστούμε τον άγνωστο αυτό στην άλλη εξίσωση του συστήματος με την ίση παράστασή του και έτσι προκύπτει εξίσωση με έναν άγνωστο την οποία και λύνουμε.

	Την τιμή του αγνώστου που βρήκαμε την αντικαθιστούμε στην προηγούμενη εξίσωση οπότε βρίσκουμε και τον άλλο άγνωστο.

	Προσδιορίζουμε τη λύση του συστήματος.






Παράδειγμα:

Να λυθεί το σύστημα : [image: 06]

Λύση:

Έχουμε:


[image: 06a]

Άρα η λύση του συστήματος είναι x = 6,  y = 14, δηλαδή το ζεύγος (x, y) = (6, 14).


	Μέθοδος αντίθετων συντελεστών.



Στη δεύτερη μέθοδο αν στις δύο εξισώσεις, οι συντελεστές ενός αγνώστου είναι αντίθετοι αριθμοί, τότε μπορούμε να λύσουμε το σύστημα πιο γρήγορα, αν προσθέσουμε κατά μέλη τις εξισώσεις του. Για παράδειγμα, στο σύστημα: [image: 07]    οι συντελεστές του y είναι αντίθετοι αριθμοί και αν προσθέσουμε τις δύο εξισώσεις κατά μέλη, τότε ο άγνωστος y απαλείφεται. Έτσι έχουμε ότι 3x + 5x = 12 + 4    ή    8x = 16, οπότε  x = 2. Αν αντικαταστήσουμε την τιμή του  x σε μια από τις δύο εξισώσεις, π.χ. στην πρώτη, τότε έχουμε: 3 · 2 + 2y . = 12    ή    2y = 6    ή    y = 3. Άρα η λύση του συστήματος είναι x = 2,  y = 3, δηλαδή το ζεύγος (x, y) = (2, 3).


Σε περίπτωση όμως που στο σύστημα που έχουμε να λύσουμε δεν υπάρχουν αντίθετοι συντελεστές στον ίδιο άγνωστο τότε για την επίλυση του συστήματος σύμφωνα με τη συγκεκριμένη μέθοδο υλοποιούμε τα ακόλουθα:


	Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη κάθε εξίσωσης με κατάλληλο αριθμό, ώστε να εμφανιστούν αντίθετοι συντελεστές σε έναν από τους δύο αγνώστους προκειμένου να τον απαλείψουμε.

	Προσθέτουμε κατά μέλη τις δύο εξισώσεις, οπότε προκύπτει εξίσωση με έναν άγνωστο την οποία και λύνουμε.

	Αντικαθιστούμε την τιμή του αγνώστου που βρήκαμε σε μία από τις δύο εξισώσεις του συστήματος, οπότε βρίσκουμε την τιμή και του άλλου αγνώστου.

	Προσδιορίζουμε τη λύση του συστήματος.


Παράδειγμα:

Να λυθεί το σύστημα: [image: 08]

Λύση:

Λύνουμε το σύστημα ως εξής:

[image: 08a]

 ⇔  - 3x - y + 2x + y = - 20 + 34 ⇔  - x = 14 ⇔  x =  - 14 αντικαθιστώντας στην πρώτη εξίσωση το x βρίσκουμε το  y. 

Δηλαδή για  x = 14 η πρώτη εξίσωση γίνεται 3 (-14) + y = 20  ⇔ y = 20 + 42 ⇔  y = 62.

Άρα η λύση του συστήματος είναι  x = - 14,   y = 62, δηλαδή το ζεύγος (x, y) = (-14, 62).








3.6 Συναρτήσεις  y = αx,  y = αx + β  και  y = αx2


Συνάρτηση από ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β λέγεται μια διαδικασία ( κανόνας – τρόπος ), με την οποία κάθε στοιχείο του συνόλου Α αντιστοιχίζεται σε ένα ακριβώς στοιχείο του συνόλου Β. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι "η μεταβλητή y εκφράζεται ως συνάρτηση της μεταβλητής x" (Μπόζη, Γ. and Παπαδόπουλου, Δ. 1999).

Ποσά ανάλογα - Η συνάρτηση  y = αx.

Δύο ποσά λέγονται ανάλογα όταν πολλαπλασιάζοντας τις τιμές του ενός ποσού με έναν αριθμό τότε και οι αντίστοιχες τιμές του άλλου αριθμού πολλαπλασιάζονται με τον ίδιο αριθμό. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης  y = α ∙ x είναι μία ευθεία που διέρχεται από την αρχή  Ο των αξόνων (βλ. Εικόνα 3.9).  Όταν αναφερόμαστε στην ευθεία που είναι η γραφική παράσταση της συνάρτησης  y = α ∙ x λέμε η ευθεία με εξίσωση  y = α ∙ x   ή    απλά η ευθεία  y = α ∙ x. Ο άξονας  x'x είναι η ευθεία με εξίσωση  y = 0 · x, δηλαδή  y = 0.  H κλίση της ευθείας  y = α ∙ x είναι ο λόγος     y/x είναι πάντα σταθερός και ίσος με α δηλαδή     y/x   =  α, x ≠ 0.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.9 Γραφική αναπαράσταση της συνάρτησης  y = α ∙ x.

 


Η συνάρτηση  y = α∙x + β.

Η γραφική παράσταση της y = α ∙ x + β , β ≠ 0 είναι μια ευθεία παπαράλληλη της ευθείας με εξίσωση y = αx, που διέρχεται από το σημείο (0, β) του άξονα  y'y (Εικόνα 3.11). Ο αριθμός  α λέγεται  κλίση της ευθείας  y = αx, λέγεται και κλίση της ευθείας y = αx + β . Για παράδειγμα, η εξίσωση 12x + 3y = 15 γράφεται 3y = –12x + 15    ή   y = – 4x + 5  και παριστάνει ευθεία με κλίση  α = –4. Η εξίσωση 0x + 3y = 15  γράφεται   y = 5   και παριστάνει ευθεία παράλληλη προς τον άξονα   x'x. Γενικότερα, η εξίσωση  y =  κ παριστάνει ευθεία παράλληλη προς τον άξονα  x'x. Η ευθεία  y = 0 παριστάνει τον άξονα x'x. Η εξίσωση 12x + 0y = 15   γράφεται   x =    5/12      ή      x =    5/4   και παριστάνει ευθεία παράλληλη προς τον άξονα  y'y. Πάντα η εξίσωση  x = κ, παριστάνει ευθεία παράλληλη προς τον άξονα y'y. Η ευθεία  x = 0 παριστάνει τον άξονα  y'y.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.10 Γραφική αναπαράσταση της συνάρτησης  y = α ∙ x + β.

 


Η συνάρτηση y = αx2.


Η συνάρτηση  y =  αx2  με  α ≠ 0 έχει γραφική παράσταση μια καμπύλη που είναι παραβολή με κορυφή το σημείο  Ο (0, 0) και άξονα συμμετρίας τον άξονα y'y.


	Αν α > 0, τότε η παραβολή βρίσκεται στον άξονα x'x και πάνω η συνάρτηση παίρνει ελάχιστη τιμή  y = 0, όταν x = 0 (βλ. Εικόνα 3.11).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.11 Γραφική αναπαράσταση της συνάρτησης  y = αx2  με  α > 0. 

 

	Αν  α <  0, τότε η παραβολή βρίσκεται στον άξονα  x'x και κάτω η συνάρτηση παίρνει μέγιστη τιμή  y = 0, όταν  x = 0 (βλ. Εικόνα 3.12). 





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.12 Γραφική αναπαράσταση της συνάρτησης  y = αx2  με  α < 0.

 





Λυμένες ασκήσεις



	
Να επιλύσετε την εξίσωση:  x + 1/2   + x =  2x + 3/3   + 2.



Λύση:

Σε αυτή την εξίσωση έχουμε και παρονομαστές. Μπορούμε, όμως, να πάρουμε μια εξίσωση χωρίς παρονομαστές, αν πολλαπλασιάσουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης με ένα κοινό πολλαπλάσιο των αριθμών 2 και 3. Συνήθως χρησιμοποιούμε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, το οποίο εδώ είναι το 6.

6 (x + 1/2  + x )  =  6  (2x + 3/3   + 2 ) ⇔  (Απαλοιφή παρονομαστών, πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης με το 6)

6 x + 1/2   + 6x  =  6  2x + 3/3   + 12 ⇔ (Επιμεριστική ιδιότητα)

3(x + 1)  +  6x = 2 (2x + 3) + 12 ⇔ (Απλοποίηση κλασμάτων)

3x + 3 + 6x = 4x + 6 + 12 ⇔ (Πράξεις - Επιμεριστική ιδιότητα)

5x = 15 ⇔ (Αναγωγή ομοίων όρων)

5x/5  =  15/5  ⇔ (Διαίρεση με το συντελεστή του αγνώστου)

x = 3



	Να λυθούν οι παρακάτω ανισώσεις και να βρεθούν οι κοινές λύσεις τους.



	2 (x + 4)  - (x + 6) < 12 - x ,

	2x +    x/6   +    5/3  ≥  2 (1 + x).


Λύση:


Για την πρώτη ανίσωση έχουμε:

2(x + 4 ) - (x + 6 )  <  12 - x  ⇔   2x + 8 - x < 12 - x  ⇔  2x - x + x  <  12 + 6 - 8   ⇔   2x  <  10   ⇔   2x/2  <   10/2   ⇔   x < 5.

Άρα η πρώτη ανίσωση αληθεύει για κάθε πραγματικό αριθμό x < 5.

Για τη δεύτερη ανίσωση έχουμε:

2x +   x/6   +   5/3  ≥  2 (1 + x )   ⇔    12x + x + 10  ≥   12 (1 + x )    ⇔   12x + x + 10  ≥  12  + 12x   ⇔   x ≥  2.

Άρα η ανίσωση αληθεύει για κάθε πραγματικό αριθμό  x ≥  2 .

Επειδή η πρώτη ανίσωση αληθεύει για x <5 και η δεύτερη για  x ≥  2 οι ανισώσεις συναληθεύουν για κάθε πραγματικό αριθμό  x με 2 ≤  x  < 5, δηλαδή οι ανισώσεις συναληθεύουν όταν  x∈[2,5).

Για τον προσδιορισμό των κοινών λύσεων των δύο ανισώσεων μας διευκολύνει να παραστήσουμε τις λύσεις τους στον ίδιο άξονα (βλ. Εικόνα 3.14), απ’ όπου προκύπτει ότι  2  ≤  x < 5.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.13 Το διάστημα που επαληθεύουν οι ανισώσεις της άσκησης 2.

 




	Να λυθούν οι εξισώσεις:



	2x2  + 5x + 3 = 0

	6x2  - 5x  +  2 = 0

	- 16x2  + 8x - 1 = 0


Λύση:


	Στην πρώτη εξίσωση οι συντελεστές είναι: α = 2,  β = 5    και    γ = 3.

	Η διακρίνουσα υπολογίζεται ως εξής: Δ = 52 - 4 ∙ 2 ∙ 3  =  25 - 24 = 1.

	Εφόσον  Δ > 0 η εξίσωση έχει δύο λύσεις:



x1 =    - 5 + 1/4   = - 1     και    x2 =   - 5 - 1/4  = -  3/2  .

Στην εξίσωση 6x2  - 5x + 2 = 0  είναι   α = 6,   β = - 5,    γ = 2  οπότε η διακρίνουσα είναι: Δ = (-5)2 - 4 ∙ 6 ∙ 2 = 25 - 48 = - 23  <  0.

Άρα η εξίσωση δεν έχει λύση είναι αδύνατη.

Η τρίτη εξίσωση 2x2  + 5x + 3 = 0 έχει συντελεστές  α = - 16,   β = 8,   γ = - 1 και διακρίνουσα είναι: Δ = 82 - 4 ∙ (- 16) ∙ (- 1) =  64 - 64 = 0 . 

Η εξίσωση έχει μια διπλή λύση την x = -  8/2 ( - 16)  =  -   1/4  . 





	Να παραγοντοποιηθεί το τριώνυμο 2x2  -  8x  + 6.


Λύση:

2x2  - 8x + 6 =  2 (x2  - 4x + 3)  =  2 (x2  - 3x  - x + 3) =  2[x (x - 3) - (x - 3 )] = 2 (x - 3)(x - 1)

	



	Nα βρείτε τις πλευρές  x και  y  τις επιφάνειας του ντουλαπιού (βλ. Εικόνα 3.14) που έχει σχήμα ορθογωνίου, περίμετρο  68 cm  και διαγώνιο. (Δίνεται ότι η περίμετρος ενός ορθογωνίου ισούται με το άθροισμα του μήκους των πλευρών του.)




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.14 Οι διαστάσεις του ντουλαπιού.

 


Λύση:

Εφόσον  x, y  οι  πλευρές του ορθογωνίου. Ισχύει: 


	2x  +  2y  =  68   και

	x2  +  y2 = 262




	x + y = 34       και 

	x2  +  y2  =  676




	y  = 34 – x    και

	x2  + (34 – x)2 = 676




x2 + 342 –  2  ∙ 34x + x2 – 676 = 0

2x2 – 68x  + 1156 – 676 = 0

2x2 – 68x + 480 = 0

x2 – 34x + 240 = 0

Δ  =  342 – 4 ∙ 240  =  1156 – 960  =  196

x  =  34 ± √196/2    =   34  ±  14/2    =   34 + 14/2       ή    34 - 14/2    =   24   ή   10

Από την εξίσωση    y = 34 – x    θα  έχουμε   y =  10  ή   24.

Άρα οι  πλευρές της ορθογώνιας επιφάνειας του ντουλαπιού είναι  24   και  10 cm.


	


	Η βάση μιας ντουλάπας (βλ. Εικόνα 3.15) σε σχήμα ορθογωνίου παραλληλογράμμου έχει μήκος 80 cm και πλάτος 40 cm. Aν αυξήσουμε και το μήκος κατά x cm το εμβαδόν του θα αυξηθεί κατά 80 cm . Να βρείτε το x.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.15 Οι διαστάσεις της βάσης της ντουλάπας.

 

Λύση:


Το εμβαδόν του ορθογωνίου παραλληλογράμμου βρίσκεται από τον τύπο:

Ε = μηκος  x  πλάτος. 

Σύμφωνα με τον τύπο του εμβαδού και τα δεδομένα του προβλήματος ισχύει:

Ε = (80 + x) ∙ (40) = 3280 ⇒ 3200 + 40x = 3280 ⇒ 40x = 80 ⇒ x = 4 cm.




	Να βρείτε την κλίση μιας ευθείας η οποία να διέρχεται από την αρχή  Ο των αξόνων και από το σημείο Α (- 1, 3).



Λύση:

Η εξίσωση της ευθείας που περνά από την αρχή των αξόνων έχει την μορφή  y = αx. Αντικαθιστούμε στην θέση του  x = - 1   και   y = 3.

3 = α (- 1)  ⇔  α = - 3

Επομένως η κλίση της ευθείας είναι -3.




	Να παρασταθούν γραφικά οι συναρτήσεις:  y = x   και   y = – x.


Λύση:

Η συνάρτηση  y = x έχει γραφική παράσταση μια ευθεία που διέρχεται από την αρχή  Ο. Ένα δεύτερο σημείο της προσδιορίζεται δίνοντας μια τυχαία τιμή στο x εκτός της μηδενικής. 

Για  x = 1  είναι  y = 1, άρα η ευθεία διέρχεται από το σημείο  Α(1, 1). Η ζητούμενη ευθεία είναι η  ΟΑ. Ομοίως, βρίσκουμε ότι η γραφική παράσταση της   y = – x είναι η  ΟΒ (βλ. Εικόνα 3.16).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.16 Η γραφική αναπαράσταση των συναρτήσεων  y = x  και  y = - x .

 

Παρατήρηση: Η ευθεία με εξίσωση  y = x είναι διχοτόμος της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων και η  y = – x είναι διχοτόμος της 2ης και της 4ης γωνίας.




	Δίνεται η εξίσωση 3 ∙ x – 4 ∙ y = 12, όπου  x, y πραγματικοί αριθμοί.



	Να βρείτε τα σημεία στα οποία η ευθεία αυτή τέμνει τους άξονες.

	Να τη σχεδιάσετε σε σύστημα αξόνων.

	Να εκφράσετε το y ως συνάρτηση του x και να βρείτε την κλίση της ευθείας.


Λύση:


	Για τον άξονα x΄x: θέτουμε y = 0 στην εξίσωση της ευθείας, οπότε έχουμε: 3x - 4 ∙ 0 = 12 =>  => 3x = 12 => x=4.



Άρα η ευθεία τέμνει τον άξονα  x'x  στο σημείο B με συντεταγμένες (4, 0).

Για τον άξονα  y'y: θέτουμε  x = 0 στην εξίσωση της ευθείας, οπότε έχουμε:  3 ∙ 0 - 4y = 12 =>  - 4y = 12  =>  y = - 3. 

Άρα, τέμνει τον άξονα  y'y στο σημείο  Α με συντεταγμένες (0, – 3). 

Ενώνουμε τα παραπάνω σημεία  Α  και B και προεκτείνουμε. Η γραφική παράσταση της ευθείας 3x – 4y = 12 φαίνεται στην Eικόνα 3.17. 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.17 Η γραφική αναπαράσταση της εξίσωσης  3 ∙ x – 4 ∙ y  = 12 .

 




	H περίμετρος της επιφάνειας του τραπεζιού της Εικόνας 3.18 είναι 100 cm και το εμβαδόν του είναι 180 cm2. Να βρεθεί το μήκος  x  και το πλάτος  y της επιφάνειας του τραπεζιού.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.18 Διαστάσεις τραπεζιού.



Λύση:

Η συγκεκριμένη λύση θα προκύψει από την επίλυση κάποιου συστήματος.

Συγκεκριμένα το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι:  Ε = x ∙ y και η περίμετρος είναι:  Π = 2x + 2y .

Οπότε έχουμε:

[image: 09]

Συνεπώς, το μήκος του τραπεζιού είναι 88,87 cm και το μήκος του 1,13 cm ή το αντίστροφο.




Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης


	Να εξετάσετε αν οι παρακάτω προτάσεις του Πίνακα 3.2 είναι σωστές (Σ) ή λανθασμένες (Λ).





	H εξίσωση 2∙x = 6 έχει λύση τον αριθμό 3. 
	Σωστό
	Λάθος




	H εξίσωση 5∙x + x = x είναι ταυτότητα. 	
	Σωστό
	Λάθος




	Οι εξισώσεις x + 1 = 5 και -x + 5 = 1 έχουν λύση τον ίδιο αριθμό.
	Σωστό
	Λάθος




	Η εξίσωση 3∙x = 0 είναι ταυτότητα.	
	Σωστό
	Λάθος




	Η εξίσωση 0 • x = 0 είναι αδύνατη.
	Σωστό
	Λάθος































Πίνακας 3.2 Αντιστοιχία εξισώσεων με τις αντίστοιχες λύσεις.


	Να αντιστοιχίσετε κάθε εξίσωση της στήλης Α με τη λύση της στήλης Β του Πίνακα 3.3.





	ΣΤΗΛΗ Α
	ΣΤΗΛΗ Β




	-2x=4
	-8




	3x=-9
	3




	(1/2)x=-4
	-2




	2x=3+x
	-3























 

Πίνακας 3.3 Αντιστοιχία εξισώσεων με τις αντίστοιχες λύσεις.



	Αν Δ είναι η διακρίνουσα της εξίσωσης αx2 + βx + γ = 0 με α ≠ 0, τότε να αντιστοιχίσετε σε κάθε περίπτωση της στήλης (Α) το σωστό συμπέρασμα από τη στήλη (Β) στον Πίνακα 3.4.





	ΣΤΗΛΗ Α
	ΣΤΗΛΗ Β




	Δ=0
	Η εξίσωση έχει δύο άνισες λύσεις.




	Δ>0
	Η εξίσωση έχει μία διπλή λύση.




	Δ < 0
	 Η εξίσωση δεν έχει λύση.





Πίνακας 3.4 Αντιστοιχία προτάσεων της στήλης β στα κελιά της στήλης Α.

	
	   




  


    







	Για την επίλυση του συστήματος    [image: diadr_001]  με τη μέθοδο της αντικατάστασης είναι προτιμότερο να λύσουμε:





	α) την πρώτη εξίσωση ως προς x; [image: Te]

	β) την πρώτη εξίσωση ως προς y;[image: Te]

	γ) τη δεύτερη εξίσωση ως προς x;[image: Te]

	δ) τη δεύτερη εξίσωση ως προς y; [image: Te]













	Αν στο σύστημα [image: diadr_002]   εφαρμόσουμε τη μέθοδο των αντιθέτων συντελεστών ποια από τις παρακάτω εξισώσεις προκύπτει;




	α) 3x = -1    [image: Te]

	β) 2x = -9     [image: Te]

	γ) 5x = -10  [image: Te]

	δ) 5x = 10[image: Te]


















	Να βρείτε ποιο από τα παρακάτω ζεύγη είναι λύση του συστήματος [image: diadr_003].





	α) (2, 4)  [image: Te]

	β) (7, -1)[image: Te]

	γ) (6, 2)   [image: Te]

	δ) (5, 1)[image: Te]




















Προβλήματα



	Σχεδιάζοντας την επιφάνεια ενός γραφείου σχήματος ορθογωνίου ένας σχεδιαστής βλέπει ότι οι διαστάσεις διαφέρουν κατά 40cm. Αν η μεγαλύτερη διάσταση αυξηθεί κατά  20 cm και η μικρότερη ελαττωθεί κατά 10 cm, το εμβαδό του δαπέδου παραμένει το ίδιο. Να βρείτε τις διαστάσεις του γραφείου και το εμβαδό του.

	Να λύσετε τις εξισώσεις:






	2x + 21 = 4 + x - 5

	- 9 + 7y + y = 1 - 2y

	3t - 3 (t + 1) =  t + 2 (t + 1) + 1



	H επιφάνεια από ένα ερμάριο βάσης σε σχήμα ορθογωνίου παραλληλογράμμου έχει μήκος 8cm και πλάτος 4cm. Aν αυξήσουμε και το μήκος κατά x cm το εμβαδόν του θα αυξηθεί κατά 28 cm . Να βρείτε το x. 

	Δίνεται η εξίσωση:  μ (x + 6) - 2 = (2μ - 1) x + 2






	Αν  μ = 2, να αποδείξετε ότι η εξίσωση έχει λύση  x = 8.

	Αν η εξίσωση έχει λύση  x = 7, να αποδείξετε ότι μ = 3.

	Αν  μ = 1, να λύσετε την εξίσωση.





	 Για ποιες τιμές του θετικού ακέραιου αριθμού μ, έχουμε ότι ο  Α = 2 (μ - 3) - 4 είναι αρνητικός;


	H περίμετρος της επιφάνειας ενός τετράγωνου τραπεζιού είναι 120 cm και το εμβαδόν του είναι 180 cm2. Να βρεθεί η πλευρά  x της επιφάνειας του τραπεζιού.



	H Άννα είχε τριπλάσια χρήματα από τη Μαρία, αλλά δαπάνησε 14 € και τώρα έχει λιγότερα από τη Μαρία. Να αποδείξετε ότι η Μαρία έχει λιγότερα από 7€.


	Να λύσετε τις εξισώσεις:




	(3x + 1) 2 = 5 (3x + 1)

	0,5 (1 - y) 2 = 18

	(2ω + 1)(ω - 16) = 0




	Να λύσετε τα συστήματα εξισώσεων:






	 [image: 10a] 

	 [image: 10b] 




	Το παρακάτω σχήμα της Εικόνας 3.19 απεικονίζει τα τμήματα διαφορετικού υλικού ενός κουφώματος. Για τις διάφορες διαστάσεις και κόστη των υλικών A, B, C να βρεθεί το αντίστοιχο κόστος της άγνωστης διάστασης στον Πίνακα 3.5.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.19 Τμήματα διαφορετικού υλικού ενός κουφώματος.





	Διάσταση Α
	Διάσταση Β
	Διάσταση C
	Κόστος μονάδας άγνωστης διάστασης




	100 cm, 20 €/cm
	40 cm, 0,20 €/cm
	20 cm, 0,40 €/cm
	




	200 cm, 40 €/cm
	80 cm, 0,20 €/cm
	40 cm, 0,40 €/cm
	






Πίνακας 3.5 Συμπλήρωση κόστους αν τμήμα κουφώματος.
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